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Научную и практическую значимость исследований 

определяют проблемы мелководных водоемов - прогноз 

заиления судоходных путей, а также предсказательное 

моделирование последствий природных и техногенных 

катастроф.  

Катастрофический шторм в Керченском проливе в ноябре 

2007 г. привел к крушению более чем 20 судов. Разливы нефти 

привели к загрязнению береговой линии и донных отложений 

нефтепродуктами и другими вредными веществами. Соединения 

нефтепродуктов в виде битумов и смол были обнаружены на 

побережье Черного и Азовского морей, протяженностью более 

200 км в 2008-2011 г. как одно из последствий этой катастрофы. 

24-25 сентября 2014 года произошло затопление 

прибрежных районов Азовского моря вследствие штормового 

нагона, уровень воды в районе порта г. Таганрога  поднялся 

более чем на 4 метра, что нанесло значительный урон экономике 

региона. 

25 ноября 2019 года произошло редкое природное явление – 

отлив у побережья Азовского моря в Краснодарском крае, 

которое произошло впервые за несколько десятилетий из-за 

сильного ветра. В портах Таганрога и Азова наблюдалась 

сложная ситуация – крупные суда могли сесть на мель. 
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Актуальность 



 

 

Исходными уравнениями гидродинамики 

являются: 
– уравнение движения (Навье-Стокса): 

 

 

 

 

 

– регуляризированное по Б.Н. Четверушкину*: 

 

 

Система уравнений рассматривается при следующих граничных условиях: 

– на входе (Устье рек Дон и Кубань, а также озеро Сиваш): 

– боковая граница (берега и дно Азовского моря): 

– верхняя граница (поверхность Азовского моря):  

– на выходе (выход в Черное море): 
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3D модель гидродинамики 

мелководных водоемов 
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Равномерная прямоугольная сетка: 

         . 

 

Метод поправки к давлению.  

Первая задача представлена уравнением диффузии-конвекции. 

Вычисляется поле скорости на промежуточном временном шаге: 

 

 

 

 

 
Наиболее трудоемкой (второй) задачей является расчет давления:  

 

                    
 

В третьей задаче определяется поле скоростей на следующем шаге по времени 

 

 

Начальное приближение поля давления считается по гидростатическому закону. 

Функция заполненности ячеек водной средой вычисляется на основе: 
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Дискретная модель гидродинамики 
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Непрерывная математическая модель транспорта взвешенных частиц  

Для описания транспорта взвешенных частиц использовано уравнение диффузии-конвекции-реакции, которое 

может быть записано в следующем виде:  
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где C – концентрация осадка [г/л или кг/ м3]; V={u,v,w} – составляющие поля вектора скорости [м/с]; ωs– гидравлическая 

крупность или скорость осаждения взвеси в вертикальном направлении [м/с]; H – глубина [м]; Dh, Dv – горизонтальный 

и вертикальный коэффициенты турбулентной диффузии [м2/с]; x, y – координаты в горизонтальном направлении; z – 

координата в вертикальном направлении; t – временная переменная [с]; F – функция, описывающая интенсивность 

распределения источников загрязняющих веществ. На свободной поверхности  поток в вертикальном направлении 

равен нулю, таким образом:  
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где τ – касательное напряжение сдвига у дна [Н/м2]; τkr– критическое касательное напряжение у дна, которое 

оценивается на основе лабораторных испытаний, как величина, со значениями от 0,05 до 0,15 [Н/ м2]. 

3D модель переноса взвеси 
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Аппроксимация операторов диффузионного 

 и конвективного переноса: 

 

                          

 

 

 

 

в случае граничного условия третьего рода 

             . 

Коэффициенты заполненности контрольных  

областей     ,                 можно вычислить 

по формулам: 

 

 

 

 

 

                                              

     Расположение узлов 

      - заполненность ячейки         .              относительно ячеек 

 ( , , )
n

u x y t u   

 
m

q  
0..4m 

 
,

m

m

m i j

D

S
q

S


 ,  

, 1, 1, 1 , 1

0 ,
4

i j i j i j i j

i j

o o o o
q

   
  

 , 

 
1, 1, 1

1 ,
2

i j i j

i j

o o
q

  


 ,  
, , 1

2 ,
2

i j i j

i j

o o
q




 , 

 
1, 1 , 1

3 ,
2

i j i j

i j

o o
q

  


 ,  
, 1,

4 ,
2

i j i j

i j

o o
q




 . 

 
,i j

o  ( , )i j

     
1, , , 1,

0 1 1/ 2 , 2 1/ 2 ,, , ,
2 2

i j i j i j i j

x i j i ji j i j i j

x x

c c c c
q uc q u q u

h h

 

 

 
 ;

           
1, , , 1, ,

0 1 1/ 2 , 2 1/ 2 , 1 2 ,2 2, , , , ,

i j i j i j i j x i j x

x i j i j i ji j x i j i j i j i j

xx x

c c c c c
q c q q q q

hh h

 
   

 

 

  
   ;

6 

Аппроксимация граничных условий 



Численное решение задачи: 

a), c) – с использованием метода учета 

заполненности ячеек; 

b), d) – без учета заполненности ячеек; 

a), b) – размеры расчетной сетки 21×41 узлов;  

c), d) – размеры расчетной сетки 41×81 узлов 

Зависимости погрешности решения задачи течения 

жидкости между двумя цилиндрами от радиуса на сетке 

размерами: a) 21×41 узлов, b) 41×81 узлов 

Размеры сетки 11×21 21×41 41×81 81×161 

Максимальное значение 

погрешности в случае гладкой 

границы, м/с 

0.053 0.052 0.058 0.056 

Среднее значение погрешности в 

случае гладкой границы, м/с 0.023 0.012 0.006 0.003 

Максимальное значение 

погрешности в случае 

ступенчатой границы, м/с 

0.272 0.731 0.717 0.75 

Среднее значение погрешности в 

случае ступенчатой границы, м/с 0.165 0.132 0.069 0.056 
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Метод учета заполненности 



Для решения сеточных уравнений используется  

неявный итерационный процесс: 

 

 

 

Здесь A – линейный, положительно определенный оператор, m – номер итерации,    

τ >0 – итерационный параметр, B – некоторый обратимый оператор.  

При построении B будем исходить из аддитивного представления оператора –  

симметричной части оператора  А: 

 

 

Оператор-предобуславливатель задается следующим образом: 

 

 

где D – диагональный оператор. 

 

Значение  ω  минимально при                    где            вектор 

поправки. 

 

Итерационные параметры для МПТМ минимальных поправок вычисляются по формуле: 
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Модифицированный попеременно-треугольный 
итерационный метод для решения сеточных уравнений с 

несамосопряженным оператором 
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Существенным элементом при таком подходе является дополнительная 

 априорная информация об исходной задаче.  

Для МПТМ эту информацию связывают с оценками δ и Δ 

 

 

 

Оценка числа обусловленности 

 

 

 

Оценка скорости сходимости алгоритма 

 

        

 

где      – число обусловленности матрицы                            при                         

 

Для монотонных схем:  Pe< 2 (Pe – сеточное число Пекле) имеет место ограничение k<1. 

Получим оценку параметра 

 

 
 

 

 

 

1

0 1 2 0

1
,

4
D A R D R A



 
 

 
*

2
1 *

*

1
, 1 ,

1

n n
z z k k


 



 
   



1/2 1/2

0 0
C B A B

 


 

 

1

1 1

1

0 0

,
.

,

m m

m m

B A w A w
k

B A w A w






 *
3 2 2 .  

9 

Модифицированный попеременно-треугольный 
итерационный метод для решения сеточных уравнений с 

несамосопряженным оператором 



Многопроцессорная  
вычислительная система Вычислительный ускоритель NVIDIA Tesla K80, 

обладающий высокой вычислительной  производительностью и 
поддерживающий все современные как закрытые (CUDA), так и 
открытые технологии (OpenCL, DirectCompute).  

Платформа NVIDIA CUDA®: 
ОС – Windows 10 (х64) 

CUDA Toolkit – v10.0.130 
Процессор – Intel Core i5-6600 3,3 ГГц 

ОЗУ – DDR4 32 Гб 
Видеоадаптер NVIDIA GeForce GTX 750 Ti 2Гб  

640 ядер CUDA 
NVIDIA Tesla K80. Технические характеристики:  
Частота графического процессора – 560 МГц 
Тип и объем видеопамяти – GDDR5 24 Гб 
Частота видеопамяти – 5000 МГц 
Разрядность шины видеопамяти 768 бит 
 

Кластер НТУ «Сириус», объемом используемой 

мощности 24 вычислительных узла (по 2 

процессора, 12 ядер каждый) семейства Intel(R) – 

Xeon(R) Gold 5118 CPU 2.30GHz, тип накопителя 

каждого компьютера SSD объемом 3.84TB.  
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Параллельные вычислительные 
системы 



MPI 

OpenMP 

p p1 p2 
MPI MPI / OpenMP 

Время, с Ускорение Время, с Ускорение 

1 1 1 38,16 1,00 4,78487 7,98 

2 2 1 19,6903 1,94 2,11663 18,03 

3 3 1 13,5332 2,82 1,38468 27,56 

4 
2 2 10,001 3,82 1,34331 28,41 

4 1 10,2104 3,74 1,06213 35,93 

8 
4 2 5,2185 7,31 0,709067 53,82 

8 1 5,36947 7,11 0,674545 56,57 

16 
4 4 2,98691 12,78 0,696349 54,80 

8 2 3,00383 12,70 0,582296 65,53 

16 1 3,16188 12,07 0,574304 66,45 

20 
5 4 2,499 15,27 0,690245 55,28 

10 2 2,5475 14,98 0,650041 58,70 

20 1 2,68232 14,23 0,643656 59,29 

24 

6 4 2,24099 17,03 0,637363 59,87 

8 3 2,24239 17,02 0,613483 62,20 

12 2 2,24567 16,99 0,610038 62,55 

24 1 2,50914 15,21 0,589613 64,72 

Результаты использования метода декомпозиции области по 

двум пространственным направлениям для расчета сеточных 

уравнений при помощи адаптивного МПТМ 
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Параллельный вариант метода 
решения сеточных уравнений 
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Параллельный вариант метода 
решения сеточных уравнений 

На рисунке представлены 

графики ускорения 

разработанных 

параллельных алгоритмов 

на основе MPI и гибридной 

технологии MPI/OpenMP в 

зависимости от числа 

задействованных 

вычислителей (с учетом 

различных вариантов 

декомпозиции расчетной 

области). Максимальное 

число использованных 

вычислителей – 24, размер 

расчетной сетки составил 

1000×1000×60 узлов. 

Зависимость ускорения параллельных 

алгоритмов на основе технологий MPI и 

MPI/OpenMP от числа вычислителей 

(попеременно-треугольный метод) 



временной интервал – 30 секунд 

временной интервал – 1 минута 

Представлен процесс 

смешения вод движения 

вод в устьевом районе при 

наличии существенного 

градиента плотности 

водной среды (сечения на 

уровне нулевой отметке и в 

разрезе вдоль оси Oz) 

через 30 сек, 1 мин, 2 мин и 

5 мин после начала 

расчетов. 

Плотность водной среды 

рассчитывается 

 

 

где   V – объемная доля 

взвеси;   ρ0 – плотность 

пресной воды при 

нормальных условиях; 

 ρv  – плотность взвеси. 

 

  0
1 , ,

v v
V V c V      
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Движения вод в устьевом районе при наличии 
существенного градиента плотности водной среды 



временной интервал – 2 минуты 

временной интервал – 5 минуты 

Исходными данными для 

моделирования являются: 

глубина 2 м;  

интенсивность источника 6.27 

кг/с; скорость течения 0.2 м/с;  

скорость осаждения 2.042 мм/с;  

плотность пресной воды при 

нормальных условиях 1000 

кг/м3; плотность взвеси 2700 

кг/м3.  

 

Параметры расчетной области: 

длина 100 м; ширина 100 м; 

шаги по горизонтальной и 

вертикальной 

пространственным ординатам: 

0.5 и 0.1 м соответственно; 

расчетный интервал составил 5 

минут, шаг по времени 0,25 с. 
14 

Движения вод в устьевом районе при наличии 
существенного градиента плотности водной среды 



 

•Рассмотрена и исследована модель гидрофизики устьевого района, учитывающая 

движение водной среды; переменную плотность, зависящую от солености; сложную 

геометрию расчетной области при наличии существенного градиента плотности 

водной среды.  

•Численная реализация предложенных математических моделей осуществлена на 

основе параллельных алгоритмов, ориентированных на многопроцессорную 

вычислительную систему, с использованием гибридной технологии MPI / OpenMP.  

•Для повышения эффективности параллельных расчетов выполнена декомпозиция 

расчетной области по двум пространственным направлениям. 

• Приведено сравнение времени работы и ускорения работы параллельных 

программ на основе алгоритмов с использованием гибридной технологии MPI / 

OpenMP и алгоритмов, использующих технология MPI.  

•Показано существенное повышение эффективности при использовании 

параллельных алгоритмов на основе гибридной технологии.  

•Разработанный программный комплекс применен для решения модельной задачи 

движения вод в устьевом районе при наличии существенного градиента плотности 

водной среды за счет присутствия взвеси в воде. 
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